Actions moderees de schemas en groupes affines et champs moderes 
Tame actions of affine group schemes and tame stacks 
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Abstract 



We compare t wo notio ns of tameness : one introduced in [CEPT96 ] for actions of affine group schemes and one 
introduced in AOV08I ] for stacks. Prom this comparison, we deduce results on the structure of inertia groups 
in these tame situations. 



Nous comparons ici deux notions de mode ration : celle d'action moderee introduite dans CEPT96I ] et celle 
de champ modere introduite dans [AOV08I ] . pour ensuite en deduire des resultats de structure sur les groupes 
d'inertie. 
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1. Introduction 



Chinburg, Erez, Pappas et Taylor ont defini dans leur article CEPT96 1 la notion d'action moderee. De 
leur cote, Abramovich, Olsson et Vistoli ont introduit dans leur article AOV08I ] la notion de champ modere. I I 
est alors naturel de comparer ces deux notions de moderation. En se plagant sous les hypotheses de [AOV08I . 
Definiti on 3.1] po ur le champ quotient associe a une action do nnee, on montre que si Taction est moderee au 
sens de CEPT9f|, alors le champ quotient est modere au sens |AOV08l ] . Sous des hypotheses plus restrictives 
mais souvent suffisantes dans la pratique, notamment de finitude sur le schema en groupes qui agit, on montre 
qu'il y a meme equivalence entre ces deux notions. Ces resultats nous permettent ensuite d'etablir un theoreme 
de structure pour les groupes d'inertie sous des hypotheses de moderation. 
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2. Notations 



Dans la suite, les schemas consideres seront affines sur une base affine. Plus precisement, la base sera 
S := Spec(R) oil R est un anneau commutatif unitaire, G = Spec(A) sera un schema en groupes affine plat sur 
S et X := Spec(B) sera un schema affine sur S. La donnee d'une action de G sur X definie par un morphisme 
px ■ X xs G — > X est equivalente a la donnee d'un £?-comodule defini par le morphisme structural, que l'on 
notera ps : B — > B ®r A. On notera cette action par (X, px)- On notera C := B A := {b € B\pB(b) = b ® 1} 
l'anneau des invariants pour Taction et Y := Spec(C). Si S' est un 5-schema, on notera Xrs') = X x $ S' . Enfin, 
l'unite d'un anneau A sera notee par 1a- 



3. Definitions et resultats 



On rappelle qu'un morphisme a : (B,pb) — > (C,pc) de j4-comodules est une application i?-lineaire telle 
que pc ° oi = (a ® 1b) ° Pb- La i?-algebre A peut etre vu comme un yl-comodule via la comultiplication 
A : A -» A <g> R A. 

Definition 1. On dim qu'une action (X,px) est moderee s'il existe un morphisme de A-comodules a : A ^ B, 
qui est unitaire, i.e. a (1a) = 1b- 

Dans le cas d'un groupe constant, cette definition peut se traduire en termes de surjectivite du morphisme 



trace, ce qui etend le critere de Noether caracterisant les extensions d'anneaux d'entiers moderees (cf. [CEPT96I . 
Introduction]) et explique ainsi le choix de la terminologie. 

Considerons le champ quotient [X/G] associe a Taction (X,px)- On rappelle qu'un espace de modules 
grossier pour [X/G] est un couple (M,p) ou M est un espace algebrique et p : [X/G] — >■ M est un morphisme 
universel pour les morphismes de [X/G] vers un espace algebrique tel que pour tout corps f2 algebriquement 
clos, | [X/G] ~ M(Q) oil | [X/G] (0)| est Tensemble des classes d'isomorphismes du groupoide. Dans la suite, 
on notera simplement p cet espace de module. Rappelons aussi la definition de groupe d'inertie. Pour £ un 
T-point de X oil T est une i?-algebre, on notera Ig(C) l e groupe d'inertie de Taction au point £ : Spec(T) — > X, 
defini comme le produit fibre 

!g(() ■= (X x s G) X(xx s A-,(wr,pi),(C,O oA ) S P ec ( T ) 
ou p\ est la premiere projection. 

Hypotheses 2. Supposons que le champ quotient [X/G] soit un champ algebrique localement de presentation 
finie et que tous les groupes d'inertie soient finis. 



Sous ces hypotheses, on sait par Tarticle L K_M97] qu'il existe un espace de modules grossier p : [X/ G] — > M 
et que le morphisme p est propre. 

Definition 3. Sous les hypotheses^ on dit que le champ [X/G] est modere si le foncteur entre les categories de 
faisceaux quasi- coherents p* : Qcoh[X/G] — > Qcoh(M) est exact. En particulier, si on con sidere V action triviale 
avec G fini, localement libre sur S, on dira que G est lineairement reductif au sens de AOV0&] . si le champ 
classifiant [S/G] est modere. 
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Remarque 4. Par le critere d'Artin fLMBOu , The.ore.rae 10.1], on montre que lorsque G est plat, de presentation 
finie sur S, [X/G] est un champ algebrique, on a meme que le morphisme canonique p : X — > [X/G] est un 
G-torseur quasi- compact et representable. De plus, si Von suppose X de presentation finie sur S, le champ 
quotient Vest aussi. 

Le but de cet article est d'abord de relier ces deux notions de moderation pour ensuite en deduire des 
resultats sur les groupes d'inertie. 

Theoreme 5. Supposons que S soit noetherien, que le schema en groupes affine G soit plat, de type fini sur 
S, que X soit de type fini sur S et que tous les groupes d'inertie soient finis. Si I'action (X,fj,x) est moderee 
alors le morphisme [X/G] — > Y est un espace de modules grossier pour [X/G] et le champ quotient [X/G\ est 
modere. 

Sous des conditions plus restrictives, il y a meme Pequivalence entre les deux notions. 

Theoreme 6. Supposons que Y soit noetherien, que le schema en groupes affine G soit fini, localement libre 
sur S et que le morphisme X — > Y soit plat. Sous ces conditions, le morphisme [X/G] —¥ Y est un espace de 
modules grossier et I'action est moderee si et seulement si le champ quotient est modere. 

Remarque 7. 1. Le sens direct est vrai sans I'hypothese X — > Y plat et Y noetherien. 

2. On peut r emplace r I'hypothese Y noetherien par X de type fini si Von suppose la base S noetherienne. En 
effet, par ConOA . Theorem 3.1 (2)J, Y est alors de type fini sur S done noetherien. 



En utilisant Particle AOV08f | . on demontre le prochain theoreme motive par l'observation suivante. Si l'on 
considere le cas du schema en groupes constant associe a un groupe fini T tel que B et C = B T sont des anneaux 
de Dedekind, on peut montrer que les groupes d'inertie aux points fermes de X sont lineairement reductifs si 
et seulement si l'extension B/C est moderee. 

Theoreme 8. Supposons que S soit noetherien, le schema en groupes G soit plat, de type fini sur S, que X 
soit de type fini sur S et que tous les groupes d'inertie soient finis et plats. Le champ quotient est modere si et 
seulement si tous les groupes d'inertie sont lineairement reductifs. 

Remarque 9. 1. On peut montrer qu'une action par un schema en groupes diagonalisable est toujours 



moderee, et en appliquant }DG7(\ . expose IX , §#/, on montre que ses groupes d'inertie en tout point ferme 
sont diagonalisables. Cet exemple pointe vers une generalisation possible de ce dernier theoreme. 
2. Les theoremes exposes ici peuvent se generaliser au cas non affine (voir \CEPT9A . Definition 7.1]). 



4. Preuve du theoreme \E\ 

On commence par deux lemmes. 

Lemme 10. L'exactitude du foncteur p* : Qcoh([X/G]) — > Qcoh(Spec(B A )) est equiv alente a celle du foncteur 
des invariants ( — ) A : B-A-modules — > B A -modules (pour les notations voir \CEPT9i 12]). 

Demon stration. Elle est consequence du fait que Qcoh([X/G]) ~ Qcoh G (X) par jVis8fll . Example 7.17] et 



Har77l . §5]. □ 
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Le lemme qui suit est plus general que necessaire mais interessant en tant que tel (on ne fait pas d'hypothese 
de noetherianite sur la base S). 

Lemme 11. Supposons le groupe G de presentation finie et plat sur S et (X,p,x) une action moderee, alors 
p* : Qcoh([X/G]) — > QcohiY) est un foncteur exact et Oy — P*0[x/G]- 

Demonstration. Le resultat est consequence du Lemme [10] au vu de ICEPT96I . lemma 2.3]. □ 



Alper appelle un espace de mod ules ayant la propriete du lemme un bon espace de modules (voir Alp08| ]). 
Nous pouvons done utiliser |AlpQ8l . Theorem 6.6], qui montre l'universalite d'un bon espace de modules pour 
les morphismes de [X/G] vers un espace algebrique, vu que [X/G] est noetherien, puisque X Test. Par suite, 
[X/G] — > Spec(C) est universel pour les morphismes de_[X/G] vers un espace algebrique. D'ailleurs, sous les 
conditions de notre theoreme [5] on peut appliquer [KM97I ] . qui montre l'existence d'un espace de modules 
grossier. Par universality pour les morphismes de [X/G] vers un espace algebrique, il est egal a Spec(C). Ce 
qui montre qu e \X/G] — > Spec(C) est un espace de modules grossier. La suite decoule aisement du Lemme [TOl 
combine avec Lemma 2.3]. 



5. Preuve du theoreme [6] 

Le sens direct se montre comme pour le theoreme [5] sans l'hypothese X — > Y plat et Y noet herien, une fois 
que Ton a prouve que [X/G] — > Spec(C) est un espace de modules grossier. Ceci resulte de Con05l . §3]. La 
preuve de la reciproque se base sur le lemme algebrique suivant, etant donne le Lemme PT0l 

Lemme 12. Soit (X,G) une action sur S. Supposons G fini, localement libre, C noetherien et B plat sur C. 
Alors les assertions suivantes sont equivalentes : 

(1) L 'action (X, px) est moderee. 

(2) B est A-coplat en tant que R-module (cf. \WB0& . 10.8]). 



(3) (-) A : bM a -»• C M, N h-). (N) A est exact . 

(1') L'action (X,Gy) est moderee. 

(2') B est Ac-coplat en tant que C-module. 

( 3 >) (_)A C . bM A c _j. cM> N ^ ( N }A C est exact 



Demonstra tion. P our (1) =>• (2), on applique [Doi85l . Theorem 1.6] suivi de jCMZ02l . Theorem 1] en prenant 
en compte Doi85l . (1.4)]. Les equiva lences (! ') (1) et (3) <^ (3') se montrent facilement et les equivalences 
(2) 44> (3) et (2') & (3') resultent de |CMZ0l Lemma 22]. 

Nous allons montrer que (3') =>■ (1'). Etant donne les hypotheses du lemme, on p eut mon trer que Aq est de 
presentation finie sur C et comme par hypothese B est plat sur C, on peut appliquer |WB03l . 10.11] pour obtenir 
les isomorphismes suivants : 

BU Ac B* ~ Com Ac (B,B) et BU Ac {B ® R A)* ~ Com Ac {B ® c A',B) 

ou □ denote le produit cotensoriel et (— )* = Homc(—,C) est le dual sur C. Puisque (B <g> e) est une section 
C-lineaire de pb '■ B — > B ®r A, le morphisme (B ®c Ac)* — > B* est surjectif et puisque nous supposons B 
Ac-coplat, BO Ac (B®rA)* — > Bn Ac B* est aussi surjective. C'est ainsi, que par les isomorphismes precedents, 
le morphisme Com Ac (B <S>c Ac, B) — > Com Ac (B, B) est surjectif, ce qui permet de conclure. □ 
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6. Preuve du theoreme [5] 



Lemme 13. Supposons G fini, plat sur S. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

1. Le champ classifiant [S/G] est modere. 

2. G est lineairement reductif au sens de \AOV0c\1 . 

3. Pour tout point geometrique x : Spec k — » S de S, la fibre G x := G x$ Spec k est lineairement reductive. 

Demonstration. L'equivalence (1) 4=> (2) est immediate sachant que l'identite S — > S est dans ce cas u n espace 
de modules grossier. Inequivalence (1) (3) est alors une reecriture de l'equivalence (a) 44> (6) de [AOVOa . 
Theorem 3.2] pour une action triviale. □ 

Apres avoir montre que pour tout point ( : Spec(T) — > X, Aut T (p(C)) — Ig((), oh p est le morphisme 
canonique surjectif X — > [X/G] et pour tout £ : T — > [X/G], 

Aut T {£) := [X/G] X([ X /G\xs[x/G\AA°0 s P ec ( T ) 

Prenons un T-point C : Spec T->Xau dessus de S, comme par hypothese le groupe d'inertie Ig(C) es t fi m e t 
plat, par le lemme precedent, il nous suffit done de demontrer que (Zg(C))x est lineairement redutif, pour tout 
point x : Spec k — > Spec T, avec k algebriquement clos. Or, on montre facilement que (Zg(C))x = ^g(C ° 
ou C x : Spec k — > X est un point geometrique de X. Ainsi, pour tout point geometrique x, par l'equivalence 
(a) 44> (6) de [AQV08I. The orem 3.2], tous les groupes d'inertie aux points ge ometriqu es sont lineairement 



reductifs au sens de [AOV08I ] . done (Zg(C))x est lineairement reductif au sens de [AOV08I ] ce qui montre par le 
le mme prec edent que 2g(C) l' es t aussi. La reciproque est evidente en considerant toujours la meme equivalence 
de [AOV08I . Theorem 3.2] . 
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